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Let (A, m) be a local excellent Noetherian ring of dimension d, I := (a,, . . . . a,,) an 
ideal generated by a system of parameters. First we make the comparison between 
the I-adic filtration and the filtration 7 for n large, where 7;; is the integral closure 
of I”. Second with the extra condition that the ring is a domain we compare the 
Hilbert-Samuel functions lg(A/I”) and Ig(A/I”). (See [Ml], [Rl], and [R2] for 
more information about the integral closure and this polynomial). It is well known 
that both functions coincide for large n with polynomials of degree d having the 
same leading coefhcient. Here we study when they have the same coefftcient of 
r1ti I ‘( 1990 ACxkrnK Press. 1°C 
Soit (A, m) un anneau local noetherien et excellent de dimension d et 
I := ((I,, _.., a,,) un ideal engendre par un systtme de parametres. D’abord nous com- 
parons les filtrations I” et F pour n assez grand, oti 7 est la clbture integrale de 
I”. Ensuite avec l’hypothtse supplementaire que l’anneau A est intigre, nous com- 
parons les fonctions de Hilbert-Samuel lg(A/I”) et lg(A/I”) oti 7;; est la clBture 
integrale de I”. (Pour plus dinformations sur la cl6ture integrale et ces polyn6mes 
voir [Ml], [RI], et [R2]). II est bien bonnu que pour n assez grand ces deux 
fonctions coincident avec deux polynomes P(n) et P(n) de degre d ayant le m&me 
terme dominant e,(I)/d! oti r,(l) est la multiplicite de l’ideal I. Ici nous ttudions 
quand ces polyn8mes ont le mime coefficient de nd ‘. (i. 1990 Academ,c Press, Inc. 
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Soit ei/(d- i) ! (resp. FJ(d- i) !) le coefficient de rz“- i dans P(n) (resp. 
P(n)). 
TH~OR~ME 1. Soit A un anneau local intkgre et excellent. Si e, = 1 alors 
A est un anneau rkgulier. 
TH~OR~ME 2. Soit (R, m) un anneau local rkgulier excellent de dimension 
d. I := (a,, . . . . ad) un id&al engendrk par un systeme de paramgtres, alors, ou 
hien la fonction lg(l”/I”) coincide pour n assez grand avec les valeurs d’un 
polynome de degre d - 1, ou hien F = I” pour tout n. 
COROLLAIRE. Soit A un anneau local intkgre et excellent. e, =q si et 
seulement si I est intkgralement ~10s. 
Sans l’hypothese que l’anneau local est integre nous avons les resultats: 
TH~OR~ME 3. Soit A un anneau local excellent. I” est intt!gralement clos 
pour n assez grand si et seulement si I est integralement ~10s. 
LEMME 1 [G]. Soit A un anneau local. Si I est un idkal intdgralement 
clos alors l’anneau A est rkgulier et I” est intbgralement clos pour tout n. 
Remarque. Goto [G] a demontre que I est integralement clos si et 
seulement si I” est inttgralement clos pour tout n. Ce travail est inspire du 
resultat de Goto et le generalise dans deux directions. Nos demonstrations 
sont elementaires et nous utilisons des methodes completement differentes 
de Goto. 
La demonstration du theoreme 2 est independante de celle des autres 
theoremes et sera traitee dans la section 2. 
SECTION 1 
Dans cette section (A, m) est un anneau local noetherien. 
LEMME 2. Soit A un anneau local excellent de multiplicitk 1. Considhons 
la dkcomposition primaire de l’idkal nul0, de A, alors il y a une seule com- 
posante primaire de dimension d et c’est un idPa premier P tel que AJP 
est un anneau rkgulier. Autrement dit 0, = Pn Q, n . . n Q, avec 
dim A/Qi < d. 
Preuve. Considerons la decomposition primaire de l’idtal O,, si 
P 11 .. . . P, sont les ideaux premiers de A tels que dim(A/P;) = d alors la loi 
associative pour la multiplicite nous dit que e(m) = C, e(mA/P,) Ig(A,,) ce 
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qui implique que r = 1, e(mA/P)= 1 et lg(A,)= 1, done 0, = 
P n Q, n . . . n Q,, avec dim A/Qi < d, bien stir A/P est equidimensionnel et 
par le critere de Nagata [N], A/P est rtgulier, ceci montre l’assertion. 
DEFINITION 1. Soit (A, m) un anneau local quelconque. Un ideal I est 
m-full s’il existe un x dans m tel que ml: x = I. 
THBORCME 4 (J. Watanabe, D. Rees, S. Goto [G].). Soit (A, m) un 
anneau local quelconque. (i) Si un id&al est m-full alors pour tout idkal Jr> I 
tel que lg,(J/I) < w on a v(J) < v(I) 02 v(I) = lg,(I/mI) est le nombre mini- 
mal de gknekateurs de I. (ii) Tout idial intkgralement clos est soit le nilradi- 
cal de A, soit il est m-full. 
Remarque. Pour le confort du lecteur nous reproduisons la preuve de 
(i) (voir [G]): Soit x tel que ml : x = I alors la suite suivante est exacte: 
0 -+ I/ml + JJmI .): J/ml -+ J/ml + xJ + 0 
et done v(I) = lg,(I/mI) = Ig,(J/mI+ xJ). D’autre part comme rnJ1 
mI+xJ on aura que v(J) = lg,(J/mJ) <lg,(J/mI+xJ). Ceci termine la 
preuve de (i). 
LEMME 3. Soit (A, m) un anneau local excellent de dimension d et I un 
ideal m-primaire engendrP par un syskme de paramttres. Si I” est intdgrale- 
ment clos pour n assez grand alors A est un anneau rkgulier. 
On notera e(m) la multiplicite de A. 
Preuve. (1) Soit n assez grand. I” etant integralement clos il est m-full 
et nous appliquons le Thtoreme 4 a I” cm” d’oti v(m”) 6 v(Y) < (“s”; ‘). 
Or v(m”)=lg,(m”/m”+ ‘) est un polynome pour n assez grand, son terme 
dominant etant e(m)& ‘/(d - 1 )!. L’inegalite ci-dessus entraine e(m) = 1. 
(2) Le nilradical N de A est inclus dans tout ideal integralement clos, 
d’od N est inclus dans I” pour tout n assez grand et par le lemme de 
Artin-Rees cette intersection est nulle. 
(3) Soit 0, = P n QI n . n Q, avec dim A/Qi < d, dim(A/P) = d et 
A/P un anneau regulier. Considtrons la suite exacte 
O+P+A+AIP-+O 
qui donne un epimorphisme 
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avec Ker, = mn n (P+ m”+ ‘)/m”+‘, d’ou en dtduit que v(m”) = 
Mm”lm n+‘)>lg(m”+P/m”+‘+P)=(“~f;‘) car A/P est un anneau 
rtgulier. Or ci-dessus nous venons de montrer que v(m”) < (““,!; ‘). Par 
consequent lg(m”/m”+ ‘) = (“:f; ‘) p our n assez grand et done Ker, = 0 
pour n assez grand, c’est-a-dire m” n P + mn+ ’ = mni ’ ou encore 
m n+’ 2 m” n P pour n assez grand, ceci implique m” n PC m”+ ’ n 
PC r)k2n mk = 0 par le theoreme de Artin-Rees et P est nilpotent, A Ctant 
reduit 0, = P. 
En conclusion l’anneau A est regulier et la suite de parametres est une 
suite reguliere. Pour conclure nous utilisons le theoreme suivant (dont la 
demonstration est simple et vraie sous des hypotheses plus faibles). 
TH~OR~ME 5 [M]. Soit (A, m) un anneau local reduit, Q un idial 
m-primaire tel que Q” cst intdgralement clos pour n assez grand, Alors Q” est 
intkgralement clos pour tout n si et seulement si depth( @ n Q”/Q”+ ‘) >/ 1. 
Pour terminer nous montrons le lemme 1: 
Si I est inttgralement clos il est m-full et d’apres [G] l’anneau R est 
regulier car alors m est engendrt par d elements, toujours d’apres [G] 
lg(Z+ m’/m’) 3 d- 1, ce qui revient a dire qu’il existe une suite de 
parametres x’, . . . . xd tel que m = (xl, . . . . xd) et I= (xl, . . . . xd- I) xz). I1 nous 
reste a montrer le 
TH~OR~ME 6. Soient xl, . . . . xd un systPme rigulier de paramktres d’un 
anneau rkgulier A, I = (x I) . . . . x”,), oli a E N. Alors l’idPa1 I” est intkgralement 
clos. 
Preuve. La preuve ci-dessous nous a ett fournie par le referee et nous 
le remercions. Notre preuve originale est geometrique et un peu plus 
compliqute. Nous pro&dons par recurrence sur n et d. 
Le cas n = 1 et d= 1 est trivial car Z/(x’, . . . . xd- ‘) est inttgralement clos 
dans A/(x,, . . . . xd- l ). Par hypothese de recurrence nous avons que 
~crn+x,(F:x,). 
Or x’ Ctant un Clement dune reduction minimale de Z, nous avons 
Z’f:xl =F (voir [Ra, Proposition 3.133) et tinalement Znp’=Znp’ par 
recurrence. Done 7 = I”. 
SECTION 2 
THI~OR~ME 1. Soit A un anneau local intt?gre et excellent. Si e’ = 6 alors 
A est un anneau regulier. 
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TH~OR~ME 2. Soit (A, m) un anneau local regulier excellent de dimension 
d. I := (al, . . . . ad) un ideal engendre par un systeme de paramttres, alors, ou 
hien la fonction lg(l”/Z”) coincide pour n assez grand avec les valeurs d’un 
polyndme de degre d - 1, au hien ? = I” pour tout n. 
Preuve du Thtoreme 1. Soit n assez grand, on sait que lg(m”/m”+) 
coincide avec les valeurs d’un polynome de degre d - 1 dont le terme domi- 
nant est e(m)/(d- l)!, e(m) Ctant la multiplicite de A. Nous avons - - 
les inegalites lg(m”/m - n+l Cl GF/mm”)= v(m”)<v(F) car F est m-full, ), g( 
et d’autre part v(m) = lg(l”/mm) d lg(l”/ml”) = lg(l”/Z”) + v(Z”), par 
hypothese lg(?/Z”) est un polynome de degre < d- 1 tandis que 
v(T) 6 (“:!r ‘) ceci demontre que e(m) = 1. A etant integre la conclusion 
suit du lemme 2. 
Maintenant nous donnons la demonstration du thtortme 2. 
Soit (A, m) un anneau local regulier de dimension d et Z := (a,, . . . . ad) un 
ideal engendre par une suite reguliere. A [Z] := en a 0 I” l’anneau de Rees 
et ACZI := Ona0 F, ou 7 est la cloture integrale de I”, sa normalisation. 
rc: X= Proj(A[Z]) -+ Spec(A) l’eclatement de l’ideal Z, on notera par m le 
point fermi: de Spec(A). 
LEMME 5. (i) X est localement une intersection complete. 
(ii) La fibre au dessus du point ferme m est une hypersurface irreduc- 
tihle H. 
Preuve. (i) Soit le morph&me I$: A[ T, , . . . . Td] + A [I], avec 
d( T,) = a,, le noyau K est engendre par les mineurs 2 x 2 de la matrice 
M= 
Une carte de X est don&e par Spec(A[f,/fr, . . . . fdlfi]), ce qui montre 
que ~CfdL . . . . f&,1 est le quotient de l’anneau regulier A[ V,, . . . . V,] 
par l’idtal J engendre par f, Vi - fi, i = 2, . . . . d - 1. Remarquons que 
dim(ACf21f,, . . . . fdfl]) = d et par consequent A[f,/fl, . . . . fdlfi] est une 
intersection complete. On procede de la m&me facon pour les autres cartes 
de X. 
(ii) Z est m-primaire et l’on peut ecrire A/m @,,, A/Z= A/m, ce qui 
implique A/m @QA A[Z] = A/m @A A/I @A A[Z] = A/m QA gr,(A) oii 
g,(A) := OnZOIn/Zn+’ qui est un anneau de polynomes a coefficients 
dans A/Z car la suite a,, . . . . ad est rtguliere. D’oh nous voyons que 
A/m @ A A[Z] la tibre au dessus de m est un anneau de polynbmes en d 
variables sur le corps A/m. En particulier nous avons l’assertion (ii). 
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COROLLAIRE 1. Soit ye X le point gtnbique de H :=x-‘(m). X est 
localement normal si et seulement si Ox3,. est un anneau normal. 
Preuve. Nous avons vu que X est localement une intersection complete, 
par consequent d’aprbs le critere de Serre, pour que X soit localement 
normal il suffira de montrer que OX,., est normal pour tout point generique 
x dune hypersurface de X, or l’ideal l’ttant m-primaire l’eclatement rt n’a 
rien modifie en dehors de l’origine et au dessus de l’origine nous avons 
l’ypersurface irreductible H. 11 s’ensuit que la normalite de X doit &tre 
verifie juste au point y. 
Considerons maintenant la suite exacte de A [I]-modules grad&s 
O-+A[Z]+A[Z]+C-,O, 
l’anneau A etant excellent A [Z] et C sont des A [I]-modules linis et en fait 
des ACT,, . . . . T,]-modules finis via l’application 4: A [ T, , . . . . Td] -+ A [I], 
q4( Ti) = a;. 
LEMME 6. Ann(C) est un idkal homogtine de A[ T,, . . . . Td] et sa com- 
posante de degrP 0, [Ann(C c [A[ T,, . . . . Td]10 = A est m-primaire. 
La premiere assertion est Claire. Ensuite remarquons que [Ann(C)]” c A 
est le plus grand ideal de A qui annule chaque composante C, = F/Z’, de 
C. Voyons qu’il est m-primaire: Soit J, = Ann(C,), alors .Z, est m-primaire 
car I” l’est. D’autre part l’anneau A ttant excellent A [I] est un A [I]- 
module lini, ce qui entraine qu’il existe N tel que II” = I”+ ’ pour n 3 N. 
En particulier J, c J, + , c J, + , p our tout i30 et [Ann(C)],,= fi, J, = 
J, n J, n . n J, est done m-primaire. 
I1 s’ensuit que C est un (A/[Ann(C)],) [T,, . . . . Td] module Iini, avec 
A/[Ann(C)], un anneau artinien et par consequent lgA,‘CAnn(C)lo(?s/Zn) 
coincide pour n assez grand avec les valeurs dun polynome de degre 
dim Support(C) (voir [HI). Nous avons montre le lemme 
LEMMA 7. lgA(F/Z”) coincide pour n assez grand avec les valeurs d’un 
polyn6me de degrk dim Support(C) 6 d- 1. 
Remarque. La preuve ci-dessus du lemme 4 est valable sous la seule 
hypothese que l’anneau A soit excellent. 
Pour terminer nous donnons la preuve du theoreme 2: 
Supposons que lg,JF/Z’) coincide pour n assez grand avec les valeurs 
d’un polynome de degrt < d - 1, cela signifie que dim Support(C) < d - 1, 
autrement dit C, = 0 pour tout point gentrique x d’une varilte irreductible 
de dimension d - 1 de X. Et par definition de C, 0, ~ est normal. Mainte- 
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nant nous avons vu que X est localement une intersection compkte et nous 
pouvons conclure que X est localement normal grace au critkre de Serre 
[HI. Le fait que X soit localement normal entraine que F= I” pour n 
assez grand et comme la suite a,, . . . . 
nous avons F = I” pour tout n. 
ad est rtgulikre, d’aprb le thCor6me 5 
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